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Annexe : une application du théoréme du rang en S.1.

| : Morphismes

1-Définition et exemples
SoientE et F deux espaces/ectorielssur le mémecorps K. On appelle applicationlinéaire ou

morphisme d'espaces vectoriels une applicdtdnE dans F telle que :
OxOE,Oy0OE, f(x+y) =f(x) +f(y)
OxOE,ONOK, f(AX) = Af(X)

En prenantA = 0, on remarqueque f(Og) = Og, ce qu'on peut aussidéduiredu fait quef estun
morphisme du groupe (E, +).

EXEMPLES :
Of:R - R

X - aX
ou a est un parametre fixé est une application linéaire.

[0 Plus généralement, on peut considérer les applications de la forme :
R" . RP

]

1 1 12Xp T aiXe + ..+ QunXy
%2 E_} %2 E: p1X1 + 3-22)(.2';" o aonXy E
D(“D H/plj |$.;1;|_X;|_‘|'a.p2X2‘|'...‘|'a.ann|:|

ce qu'on note également :
1 11 A12 ... Ain X1
%2 D gﬂ a2 ... Ao DD(z D
[k 0° 0
L, U




Matrice définissant I'applicatibn
Cet exemple est caractéristique de toutes les applications linéaires en dimension finie.

[J Soit E un espacevectorielde base(e,, ..., &,), alorsuneforme linéaire (applicationlinéairede E
danskK) s'écrit :

f(xier + ... +x:€)) =xf(er) + ... +X.f(e,) de la formeayx; + ... +anX,
O f: E - E définie paf(x) = x. Il s'agit de Igd, I'application identique (ou identité) de E.
O Soit1: C([a, b)) - R

fooo %] bf(t) dt = I(f)

Alors | est linéaire.

0 C(R) - C(R)

y - ay'+by+cy=ao(y)
@ est linéaire.

[0 {u = (Un)now CONvergente}» R

u -~ lim uy
Nn— +oo

O {u = (Un)noy @rithmétique} - R
u - R(u) = la raison de la suite
On peut vérifier quey = (Un)noyy arithmétique} est un sous-espace vectatedlespacevectorieldes

suites.En effet, u arithmétiquede raisonr 0 Au estarithmétiquede raisonAr. u et v arithmétiques
deraisonr ets 0 u + v arithmétiquede raisonr + s. Cesobservationgprouventpar ailleursque R
est linéaire.

[0 Soient(e, ..., &) une based'un espacevectoriel E, et (fy, ..., f;) une famille de vecteursd'un
espacevectoriel F. Alors il existeuneet uneseuleapplicationlinéaireu de E dansF telle u(e) = fi.

Elle est définie pan(Aie; + ... +Ap6,) = Aafy + ... +Af.

Sif est bijective, on parleidbmorphisme

Si E = F, on parle dhdomorphisme

Si E = F eff bijective, on parle dutomorphisme
Si F =K, on parle ddéorme linéaire

On note L(E,F) I'ensembledes applicationslinéairesde E dansF. On note L(E) lI'ensembledes
endomorphismede E. On note E* I'ensembledesformeslinéairesde E (on I'appelledual de E). Il
s'agit d'espaces vectoriels. L'élément nul est I'application identiquement nulle.

On peut composerles applicationslinéairesentre elles. Soit f élémentde L(E,F) et g élémentde
L(F,G). On montreraaisémentjueg o f estélémentde L(E,G). En particulier,siE = F = G, il s'agit
d'uneloi interne.L'applicationf o f estnotéef %, et de méme,f" = f o ... o f n fois. On vérifiera
€également les regles :
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fo(@+h)y=fog+foh
g+hyof=gof+hof
df)og=fo (Ag) =A(foQ)
en précisant celles qui utilisent la linéarité des applications ou de certaines d'entre elles.

On prendragardequef o g = 0 n'impliquepasquef = 0 ou g = 0. On peuttrésbienavoir f et g non
nullesalorsqueleur composéd'est. Considérepar exemplepe o pe OU pr et pe sontles projecteurs
sur F (respectivement G) parallelement a G (respectivement F), F et G étant deux supplémentaires.

On prendragardeégalementiu‘engénéralf o g # g o f. Ainsi, la formule du binbmede Newtonne
s'applique pas en général, mais seulement lofsgigecommutent. Par exemple :
(f+g)P°=f>+fog+gof+g’

Considérongensembledesautomorphismesde E. Cetensembleestnonvide (il contientld), stable
paro. Tout élément admet un inverse qui est lu—méme linéaire. En effet :
FHy+y) = F(f(0) + (x)) siy =f(x) ety =f(x)
FY(f(x+x)) par linéarité dé
X+ X
#y) + YY)
On montre de méme qfi¢(Ay) = Af(y).
On note GL(E) I'ensembledes automorphismesle E, appelégroupelinéaire de E. Il s'agitd'un
groupe avec la composée des applications.

2— Image
PROPOSITION

Soitf linéaire de E dansF. Alors f(E) estun sous—espaceectorielde F. Ce sous-espaceectoriel
s'appelle Image de f, noté Imf

Démonstration
Montrons la stabilité de Irhpar le produit externe, la stabilité par la somme se montrant de méme.
Soity élément de Ify etA un scalaire quelconque. Il existélément de E tel que :

y=1f(x)
0 Ay = Af(X)
0 Ay =f(AX)

doncAy appartient a I

Il est clair qud est surjective si et seulement sf ImF.

3— Noyau
PROPOSITION

Soit f linéaire de E dansF. Alors f*({0}) estun sous—espaceectoriel de E. Ce sous-espace
vectoriel s'appelle noyau de f, noté Kerf

Démonstration
Kerf est non vide cai(Og) = G, de sorte quegappartient a Kér
Kerf est stable par la somme. En effet :
x O Kerf etx [0 Kerf O f(X) = 0= =f(X)
0 (9 +f(x) = O
O f(x+x) = G



0 x+x' 0 Kerf
On montre de méme la stabilité par le produit externe.

L'intérét du noyau résulte de la propriété suivante :
PROPOSITION
Soit f une application linéaire de E dans F. Alors f est injective si et seulement si{Ge} =

Démonstration

f étantlinéaire,f estun morphismede groupede (E,+) dans(F,+). La propositionse déduitdonc
directementle la mémepropriétépourles morphismesle groupesNousen donnonscependantine
démonstration directe.

Supposon$ injective. Et soitx élément de Kér Alors :
f(x) = 0 =1(0g) O x=0¢
Donc Kef = {Og}
Réciproguement, supposons Ker{Og}, et soitx etx' quelconques tels qui€) = f(x). Alors :

f(x) —f(x) = G
0 f(x—x)=0
0 x =X 0O Kerf
O X=X =0
O X=X
doncf est injective.
EXEMPLEl
Soitf: R* -

L

Déterminer Kef. f est—elle injective ?

|:| DX + y 0
Kerf estl'ensembledesvecteurs] { [ }elsque Dz +t _ , Soitx=—y =z=-t. Il sagitdela droite
[l Dt +X= 0
1
040
engendrée par le vectelul, []f n'est pas injective.
(1.0
EXEMPLE2 :
Soit (x4, ..., %) unefamille de vecteursde I'espacerectoriel E et f I'applicationlinéairede K" danse
définie par :
D?\l IZI

%\ D— }\le +}\po

Imf estle sous-espaceectoriel de E engendrépar (X, ..., Xp). f estsurjectivesi et seulementsi
(X1, ..., Xp) st un systeme générateur de E.



.0
Kerf est 'ensemble d%.. Hdonnant une combinaison linéaire nulle xie (., ). f estinjectivesi et
N
p
seulement six, ..., %) est un systéme libre.
f est bijective si et seulement %j,(...,X,) est une base de E.

PROPOSITION
Soitf linéaire de E dansF et b élémentde F. Alors I'ensembledessolutionsde I'équationf(x) = b
ou bien est vide ou bien est un sous-espace affine de direction le noyau de f

Démonstration

Si I'ensembledes solutions est non vide, soit X, une solution particuliere.L'énoncéaffirme que
I'ensembledessolutionsestde la forme x, + Kerf = {x, + z, z [0 Kerf}, ce qui estfacile a vérifier.
Cettepropriétéestcourammentitiliséedansla résolutiondeséquationglifférentielleslinéairesde la
formef(y) = c, ouf estuneexpressiorinéaireeny faisantinterveniry' ety" (parexempley" + 2y' +
3y), et ou la solutiongénéralesstla sommed'unesolutionparticuliereet de la solutiongénéralede
I'équationsanssecondnembre Cettesolutiongénéralale I'équationsanssecondmembren’estautre
gue I'élément général du noyaufde

Pour conclure, on peut montrer qu'un ensemble H est un espace vectoriel

0 en utilisar%tI la dginition (mais pratiquement, celle-ci est réservée aux exemples
fondamentauxK", R, etR .

[0 enmontrantque H estun sous-espaceectorield'un espacevectoriel E (stabilité pour la
somme et le produit)

[0 en montrant que H est un sous-espace vectoriel engendré par une partie M

[0 en montrant que H est I'image d'une application linéaire

[0 en montrant que H est le noyau d'une application linéaire.

Prenonspar exemplepour H I'ensembledes suitesarithmétiquesOn peut montrerque H estun
espace vectoriel :

[0 en montrant que H est stable pour la somme et le produit.

[0 enremarquangueH estengendréar la suiteconstantg1) et la suite (n),on- EN effet, si
(Un)noyy €St arithmétique, alofsa etb tel que,l0 n, u, =a + bn.

O en remarquant que H est limageRigpar I'applicationd, b) — (a + bn),ox.

[0 en remarquant que H est le noyau de I'applicatid&gejans]&N définie par :

(un)nDN nd (un+2 - 2Jn+1 + un)nDN

Il : Cas de la dimension finie

1- Isomorphisme
Soit f une application injective et (Vi, ..., V) un systemelibre de E. Alors le systéme
(f(V1), ...,f(Vn)) est libre dans F. En effet, considérons une combinaison linéaire nulle :
Mf(Va) + ... #Af(Vr) =0
O f()\lvl + ... +)\nVn) =0
0 AMVi+ ... +AV, = 0 carf est injective
O )\1:)\2:...:}\n:0



Soit (Vy, ..., V) un systemegénérateude E. Alors (f(V4), ..., f(Vn)) estun systemegénérateude
Imf. En effet :
y O Imf
0 OxOE,y=1(X)
0 OA1, ooy Any X= AV + 0 +AV, ety =1(X)
O D)\l, ...,)\n,y:f()\1V1+ +)\nVn)
a OA1, o An Y = AF(V) + o +A(V0)
En particulier, sf est surjective,f(V,), ...,f(V,)) est un systéeme générateur de F.

On en déduit que, $iest un isomorphisme et si(\.., ) est unebasedeE, alors(f(Vy), ..., f(Vn))
est une base de F.

Réciproquemensi (Vy, ..., V) estunebasede E et (f(V4), ..., f(V,)) unebasede F, alorsf estun
isomorphisme. En effet :
[ f est injective :

n
Soit x élément de Kdy de la formez Ai Vi. On adonc:
1=1
fx)=0

U f(i Ai V,) =0

U i Ai f(V,) =0

0 i, Aj = 0 car leg(V;) forment un systeme libre.
O x=0

[ f est surjective :
Soity élément de F de la forme A f(Vi). Alorsy =f(3 A Vi).
=1 =1

On dit que deux sous—espaces vectoriels sont isomorpheseglaghensi il existeun isomorphisme
du premier sur le second.

PROPOSITION

Deux espaces de dimension finie sont isomorphes si et seulement si ils ont méme dimension.

Démonstration :
Ce qui précedeprouve que deux espacesvectoriels isomorphesde dimensionfinie ont méme
dimensionRéciproquemensoientE et F deuxespacesectorielsde mémedimension,(Vy, ..., Vi)
une base de E, (W...,W,) une base de F. Définissdngar :

O, f(Vi) = W.
Il estfacile de montrerque,par combinaisorinéaire,f s'étendde maniereuniquea E tout entier, et
qguef est un isomorphisme.



2— Supplémentaire

Tousles supplémentaired'un sous—espaceectoriel d'un espacevectoriel de dimensionfinie ayant
mémedimensionsonttous isomorphesntreeux. Si F admetpour supplémentair€s, on définit le
projecteur sur F parallelement a G par :
E - E
X=X+ X - X =p(X)
OF 0OG

Il est facile de vérifier que :

p est linéaire

Imp=F

Kerp=G

pop=p

Inversementsoit p linéairetelle quep o p = p. Posons- = Im p et G = Ker p. Alors F et G sont
supplémentaires gtest le projecteur sur F parallelement a G. En effet :
Montrons que b G = {0}. Soitx élément de I G. Alors :

gxOF0 0z0E, x=p(2) o
ax0GO p(x) =0 0 pop (2 =0=p2)=x

Montrons que E = F + G. En effet, pdoutx deE, x = p(x) + X — p(x) avecp(x) élémentde
F etx —p(x) éléement de G comme on le vérifie facilement.

La décompositiorprécédent@rouved'ailleursquep estle projecteursur F parallelemena G. Il y a
cependant deux cas dégeneéres :

F = E et G ={0}. Dans ce cap,= Id.

F={0}etG=E.Dans cecag=0

La symétrie par rapport a F parallelement a G est définie par :
E - E
X=Xp + X - X —Xe = S(X)
OF OG

On vérifiera que :
sest linéaire.
Ims=E
Kers = {0}
F = Keré-Id) = Im(stid)
G = Keré+ld) = Im(s-1d)
sos=Id

Inversement,si s est un endomorphismeel que s o s = Id, alors, posantF = Ker(s-ld) et
G = Ker(st+ld), on a s symétriepar rapporta F parallelement G, aveccommecasdégénéres = Id
ets=-Id.

3— Le théoreme du rang

PROPOSITION

Soit u une application linéaire de E dans F. Alors u définisomorphismele tout supplémentaire
de Keru sur Imu



Démonstration
Soit E' un supplémentaire de Kieat considérons la restriction de& E'.
Montrons queu : E' —» Im u est un isomorphisme.
Cette restriction est injective. En effet :
xOKerulg:O xOE' etu(x) =00 xOKerun E'={0} 0 x=0
Elle est également surjective. En effet :
yOImul OxOE,y=u(xX)
or X peut s'écrire + w avecv dans Kewu etw dans E', de sorte qye= u(w) ety appartient a Inule.

Cette proposition ne signifie nullement queurat Keru sont en somme directe.

Dansle casou u estuneformelinéairenonnulle (dontl'imageestdoncK), la propositions'exprime
sousla forme : la forme linéaire u définit un isomorphismede tout supplémentairgle Keru sur K.
Elle exprime le fait que le supplémentaire dewest une droite. On dit que Keest un hyperplan.

THEOREME
Soit u une application linéaire de E, espace vectoriel de dimension finie, dans F. Alors :
dim E = dim Keru + dim Imu

Démonstration 1
En utilisant la proposition précédente, on a E E Keru avec E' isomorphe a lmOn a donc :
dimE = dimE' + dim Keu
=dim Inu + dim Keu

Démonstration 2
On peutaussidonnerune démonstratiordirecte.Soit (V4 ..., Vp) unebasede Keru, complétéeen
(V4, ..., V) basede E. Alors (u(Vy), ..., u(Vy)) engendrdmu. Commeu(Vi) = ... = u(Vy) =0, un
systeme générateur deflest en fai{u(Vp.1), ...,u(Vy)). Il suffit de montrerquece systemeestlibre
pour pouvoir conclure que :
dim Imu =n-p =dim E — dim Keu.
Soit une combinaison linéaidg:1u(Vp:1) + ... +Au(Vy) =0
O u()\p+1Vp+1 + ... +)\nVn) =0
O }\p+1Vp+l + ... +AV, O Keru
0 OAL o Apy ApraVpir + s AV = AV + L AV,
0 [0, A = 0 puisque le systeme {\..., V,) est libre
Donc Q(Vpsa), ..., u(V,)) est libre

dim Imu s'appellerangde u, notérgu. C'estle rangd'un systemede vecteursengendrantmu, par
exemple(u(ey), ..., u(e,) si (e, ..., &) estune basede E. Si v estun isomorphismepon a alors
rg(vo u) = rg(u) puisquerg(v o u) = dim v(u(E)) = dim u(g) = rg(u). De mémerg(u o v) = rg(u)
puisquerg(u o V) = rgu(v(ey), ..., u(v(e,) = rg(u(cy), ..., u(e,) avece; = v(e). Leseg; formentune
base car ce sont les images d'une base par un isomorphisme. On aui)s.tg(e,)) = rou.

Dans le cas ou est une forme linéaire non nulle et donciKen hyperplan, on a :
dimKeu=dmE -1

APPLICATIONS Soitf linéaire de E dans F. Il y a équivalence entre :
i) f est un isomorphisme
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i) dimE = dimF ef injective
i) dimE = dimF ef surjective.

Montrons par exemple ii) i). Ona:

dim F = dim E = dim Kér+ dim Imf = dim Inf carf est injective
O Imf = FO f surjective.
On montre de méme iii) i). Les réciprogues sont évidentes.

Ainsi, pour un endomorphismen dimensionfinie, il y a équivalenceentref bijective, f injective, f
surjective.

EXERCICE: Soit X, ..., X, n réelsdistinctset f une fonction de R dansR quelconqueAlors il

existe un unique polynéme P de degré inférieur ou égal ael que :
O, P&) =f(x)

On réfléchiraa une démonstratiordirecte avantde consulterla suite. On verraque la questionest
loin d'étre évidente.

Considérons l'application d&,_,[X] dansR" définie par :

(1)
)
On vérifie trivialementqu'il s'agitd'uneapplicationlinéaire. Les espacesle départet d'arrivéeont
mémedimension.® estinjective ; en effet, soit P tel que ®(P) = 0. Alors P, polyndmede degré
inférieur ou égala n—1 s'annuleen n pointsdistincts.P estdonc nul. On en conclutque ® estun

Ef(xl)H |

isomorphismegt donc que @ est surjective.Considéronde vecteurde R" défini par B‘ H
(Xn)

existe un et un seul antécédent P@aet donc un et un seul polynéme P tal gud,: P) = f(x).

Annexe : une application du théoreme du rang en S.I.

En Sciencedndustrielles,un mécanismeest modélisépar dessolidesindéformablesS;, S,, ..., S,
ayantentre eux desliaisons,traduisantles mouvementgossiblesentre les pieces.NotonsL; une
liaison entrele solide S et le solide S;. Il n'existebien évidemmentpasdesliaisonsentretous les
solidesdu mécanismege sorte que L n'estpasnécessairemerdéfini pour tout i et j. On a par
ailleurs Lj = L lorsqu'une telle liaison existe.

Le mécanismeest symbolisépar un graphede structure,ayantdes sommetset desarétes.ll y a
autantde sommetgjuede solides(soit n), et unearéterelie le sommetS et S si et seulemensi une
liaison L existe. Autrement dit, les arétes représentent les liagsunssolides.Voici un exemplede
graphe de structure, ou les sommets (ou solides) sont numérotés de 1 a 8 :



Nous supposerongoujoursun graphede structureconnexe c'est-a-direqu'on peut se rendred'un
sommetquelconquea un autre sommeten suivantun chemindu graphe(sinon, cela voudrait dire
gue lI'on dispose de deux mécanismes disjoints !).

Un cycle estun cheminferménerencontranpasdeuxfois la mémearéte par exemplel-4-8-5-1ou

1-4-8-7-3-2-1.0n peut définir la notion de cycles indépendantset de nombre cyclomatique.
Mathématiqguementette notion d'indépendancest identiquea la notion de systemede vecteurs
indépendants. Précisons cela.

Le corpsde baseutilisé serainhabituel.ll s'agitdu corpsconstituédesdeux élément et 1, avec
commeregledela sommel + 1 = 0. Ce corpsestnoté’Z/27.. On peutle voir aussicommele corps
des deux éléments {pair,impair} avec les régles d'opérations usuelles sur les nombres pairs et impairs.
La caractéristiqgue essentielle de ce corps est que :

OxO7ZI2Z,x+x=0

Considéronsnaintenant= espacevectoriel de dimensionn (le hombrede solides)sur Z/27., dont
une baseestnotée(S,, ..., S,). Autrementdit, les sommets(ou les solides)désignentes vecteurs
d'unebasede F. Un vecteurquelconqueale F s'écritS, + S, + ... + §, oulesindicesiy, iy, ..., ik sont

distincts (car s'il y a deux indices identiques, ona8$= (1 + 1) $=0 $S=0).

Considéronggalement espacevectoriel de dimensionp (le nombrede liaisons)sur Z/2/7., dont

unebasesontlesvecteurd;.Un vecteurquelconquale E s'écrity L;j ou lesindicessontégalement
distincts.

Définissonsenfin une applicationlinéaire d de E dansF, appeléebord en donnantles imagesdes
vecteursde basede E. Si L; estuneliaisonentreS et S alorsd(L;j) = S + S§. Parexempledansle
graphe de structure dessiné ci-dessus :
Mlse) =S+ S
O(Lse + Loz + L73) =0(Lse) +O(Le7) +O(L73) =S+ S+ S+ S+ S+ S
=3 S puisque S+ S=0=9+ S
On comprend pourqudis'appellébord. On a calculé le bord (i.e. les extrémités) du chemin 5-6-7-3.

Quelleestlimagede & ? Un sommetisolé ne peut étre danscetteimage,car o(L;) fait intervenir
deuxsommetset il enrésulteque &3 L;) estcombinaisoninéaire d'un nombrepair de sommets
(mémeapressimplification). L'applicationd ne peutétre surjective.Montronsque sonrangestn—1
(un de moins que le nombrede sommets)ll suffit de montrerque, par exemple,le systemelibre
(S1+S, S+ S ..., S + S) estconstituéde vecteursde Im 8. Or nousavonssupposée graphe
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connexe ce qui signifie que, pourtout i, il existeun cheminallantde S; a S. Celane signifie rien
d'autre que le bord de ce chemin gst § qui est donc bien dans I

Quel estle noyaude & ? Par définition, nousappelleronscycle un élémentde ce noyau.C'estun
chemin ou une combinaisonlinéaire de chemins de bord nul. C'est le cas par exemple de
Li4+ Lgg + Lgs + Lsy, dontlimagepar & estnul. Les cyclesdits indépendantsontprécisémenteux
qui sont linéairement indépendants au sens mathématique du tertinéoiteanedu rangnousdonne
la dimensionde Ker 8. C'estu =p-rgd=p—-(n-1) = p-n + 1. Ce nombreestdit nombre
cyclomatiquedu graphe C'estle nombremaximalde cyclesindépendantdansl'exempleprécédent,
n=12-8+ 1=>5.1lyacing cycles indépendants, par exemple :

Ci=Lis+Lsg+ Lea+ Las

Co=Lia+ Loe+ Les+ Lss

Cs=Loe+ Le7+ Lz + Laz

Cs=Ls7+ Lsg+ Lea+ Las

Cs=Lua+ Laz+ L+ Loy

@ ®
Tout autre cycle est combinaison linéaire de ces cycles, par exemple :

Lse+ Ler+ Lig+t Les=C+ G+ G+ G+ G
Lis+Llsg+ Ler+ Lzt Lao+ Lon =G+ G

Le nombrecyclomatiques'interpréteaussicommele nombreminimal d'arétesa supprimermour qu'il
n'y ait plus de cycles.En effet, si le graphepossédeau moinsun cycle, on enleveune arétede ce
cycle. Cela ne déconnecte pas le graphe, mais dirpidael. Le nombreyclomatiquediminuedonc
de 1 également, et on itere le procédé, jusqu'a obtenir, aprés avoirsesssivement arétesun
nombre cyclomatique nul correspondant a un graphe sans &ydeilfjective).

Le nombrecyclomatiqueesta relier a la formule d'Eulerreliant le nombrede faces,d'aréteset de
sommets d'un polyédre.
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