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| : Séries

1- Définition
DEFINITION

[0 On appelle série (> x,) de terme général x,, réel ou complexe,la suite de terme général
S =X+ ...+ X, appeléesommepartielle. La série convergesi la suite des sommegpartielles

converge. La limite S s'appelle somme de la série. Onyotda limite lorsqu'elle existe.
n=0

2— Exemples de séries

EXEMPLEL : un premierexemplede sérieestfourni par le développemendécimald'unréel. On a
en effet:

_ c _an
x-M+nZ0 10

ou M estla partieentierede x, etlesa deschiffrestelsque n, lm > n, a, # 9. Cetteconditiona
pour but d'éviterles écrituresdécimalesavecuneinfinité de 9. Au lieu de 0,9999999999..ona l
tout simplement. Sous cette condition, la décompositioned unique.

EXEMPLEZ2 : Poudx| <l,onay x' :1_1x' Il s'agit d'une série géométrique. En effet :
n=0 -

14x+ .. +xX' =L =X qui tend bien ver: L carx

tend vers O
1-x
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EXEMPLES3 : on appellesérieharmoniquda sériey % . Elle diverge.Les démonstrationgn sont

innombrables :

Démonstration 1

Elle estessentiellementiue, aux notationspres,a Nicolas Oresme(Questionesupergeometriam
euclidis 1360). La somme partielle, de N& 2* est minorée par :

£ T &t ko
> Z o Eqwtendversebaveck

p=1 = 2P—1+1

Démonstration 2

n
Posons 8= ) % Ona:
k=1

1 1 1 : n_1
= + +—> = ==
S-S =gt st o T2 nombre de termesplus petit terme T
Si la série convergeait vers S, on aurait, en passant a la limite :
—g_ol
0=S-S >

Démonstration 3

n
Une variante de la précédente. Posas » % et Oh = Sn— S. On a évidemment D> 0.
k=1

1.1 1_ 1 1

Deplus:Q—Dy1= o 2n 1 oo 1—2—>O. Doncla suite(D,) eststrictementroissante

et strictement positive, donc elle ne peut tendre vers 0, ce qui s&aaitise (S,) convergeaitDonc
(S,) diverge.

Démonstration 4

n
Posons =) % Ona:
k=1

1ol lo2i20 L Zaede liadaZe oL
S‘_1+2+"'+n 52 ...+2navec2 2+1+ etzk ok — + K
1 1,11 1 1
DONG S5 =3+ 1454345+t g *5n =5+
Si la suite (§ convergeait vers une limite S, on aurait :
1
< =
S< 2+S

ce qui est absurde.

Démonstration 5

Onaln(1 + x) < x pourx > 1doncz >Zln(1+k)—ZI (1+k)—l K—l:In(n+1),donc
l

la série diverge versos-quandn tend vers do.



Démonstration 6

Elle est due a Mengoli en 1650. Pour tout emtjem & 1 .1, 1 —donc
n—1 n n+l1"
1.1.1. .1 43 3 3
1+G 3D 6Eg + ' % —1° 3n 3n+1 SRR R =
21+1+1+...+1

n
soit  Szwi= 1+ S. Sila suite (§ des sommes partielles convergeait vers S, on auealt £S.

Démonstration 7
Elle est due a Jacques Bernoulli. Pour tout entien a :

1 1 11 1 1n
T T2TRT 4 nekcn T n2 =1

donc, en regroupantes termesde la série géométriquepar paquetsentrelindice n et n’, on peut
dépasser toute quantité donnée. Ainsi :
1,11 1
+E+= +— +E+ ... +)>21+1+1=
1 (2 (5 25) >1+1+1=3

Les regroupements peuvent étre effectués aussi loin que I'on veut.

EXEMPLE4 : pourtoutx, l'inégalitéde Taylor—-Lagrangeappliquéea la fonction exponentielleen 0
donne :

n+1

X
(n+1)!

X X'
e — (1+x+2+ +nl

ol M estun majorantde € entre0 et x. On peutchoisir par exempleM = exp|x| . Le membrede
droite de l'inégalité tend vers O quamténd vers 4o, donc, pour toux :

0o n
g=5 X
nZOn

: e 1 _ c (1) _1 . :
En particulier, Z i eet) e La convergencesttresrapideet permetde donnerdes
: n: .

valeurs approchées de I'exponentielle avec quelques termes de la somme patrtielle.

ol 4
EXEMPLES : on peutmontrerque ) ﬁlz tz n7 A Le calculde cesdeuxseériesconstitua
n=1

un défi au début du XVIlleme et leur somfoe pourla premierefois établiepar Euler.L'expression
remarquablelu résultatn‘ad'égalquel'‘étonnemengue I'on peutavoir sur la possibilitéde I'établir.
Cela laisse faiblement entrevoir la joie qu'a dU éprouver Euler.

Plusgénéralemenbn connaitla valeurde la sériesommedesinversesde n'importequelle puissance
paire,maison ne connaitaucuneformule pour ) ﬁlg (on saitseulementlepuis1978qu'il s'agitd'un

n=1

irrationnel).



L'exemple3 montre qu'il ne suffit pas que le terme généralx, d'une série tendevers 0. C'est
cependannécessaireEn effet, si une série converge,alors S, — S,.; tendversS — S = 0. Or
S, — Si1 = X, Ainsi, la sériey (—1)" divergeet nousn'attribueronsaucunevaleur a cette somme,
contrairement a Euler.

Il est facile de vérifier qubensemblalessériesconvergenteforme un espacevectoriel,et quel'on a

3

YU tVa=Y U+ Y Vaetd Ay =AY Uy siu, estcomplexeégala x, + iy,, alorsla série
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

e}

convergesi et seulementsi les séries) x, et > y, convergentet > U, = > X, + i) yo. On a
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

00

également) u, = Z Un.
n=0 n=0

Cela résulte en effet des théorémes sur les limites des suites.

Il : Séries a termes positifs

1- Critéres de convergence

La premierequestionqu‘onse posesur une sérieestde savoirsi elle convergell existeun certain

nombresde criterespermettantdansla plupartdescasde répondrea cette question.Une fois que

l'on sait que la série converge,une autre questionest de trouver une expressionexplicite de sa

somme,ou a défautunevaleurapprochéeCesquestionssontparfoistresdélicateen ne sontguere

abordéedansce chapitre.La déterminationd'une expressionexplicite n'est pas toujours possible.

Quanta la déterminatiord'unevaleurapprochéeelle se heurteparfoisa unevitessede convergence
lente. On se reportera a I'annexe Il pour un exemple.

Ceparagraphe'appligueaux sériesa termegénéralréel de signeconstantQuitte a changerttousles
signes,on peut se ramenera des sériesa terme géenéralpositif. Pour ces séries,on disposedes
théoremes de convergence suivants :

PROPOSITION :
i) Soit (> u,) une série a termespositifs ou nuls. Alors la série convergesi et seulemensi les

sommes partielles sont majorées. Dans ce ¥as, = lim S, =SupS..

n=0 n— +oo
ii) Soient(> uy) et (> v,) deuxsériesa termespositifs.Siu, = O(v,) etsi Y v, convergealors > u,
converge.
i) Si(T uy) et(Y Vi) sontdessériesde signeconstantetsi u, L]v, au voisinagede +, alors ¥ u,
ety v, sontsimultanémentonvergentesu divergentegon dit que les deuxsériessontde méme
nature).

Démonstration

i) La suitedessommegartiellesS, = up + ... + U, estunesuitecroissantekn effet, S;.1 — S, = Unat
est supérieurou égal a 0. Cette suite convergesi et seulementsi elle est majoréeet alors, elle
converge vers sa borne supérieure.
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i) On suppose qu'il existe N et M tel que, powr N, onait u, < Mv,. Supposonsjuela série(} v,)
converge. On a alors :

n n o0 o0 N-1
ZUkSM ZVk <M ZVk:M(ZVk—ZVk)
k=N k=N k=N k=0 k=0

n

car la série (3 v,) convergeen croissantvers sa limite. Les sommespartielles ) u, sont donc
k=0

majorées et on applique le i).

Le plussouvent,on cherchedirectemenune majorationu, < v,. Pourqu'unesériea termespositifs
converge|l suffit de la majorerpar une sérieconvergenteEn prenantla contraposéepour qu'une
série a termes positifs diverge, il suffit de la minorer par une série a termes positifs divergente.

3v,

iif) Au voisinage de l'infini, on adh < Up < >

5 < , donc :u, = O(,) etv, = O(u,) d'ou I'équivalence.

2
nN“+3n+1
EXEMPLEl.Z w+5n_6

Cettesérieestunesériedivergenteparsontermegénéralestéquivaleniz‘a% qui estpositif, et terme

général d'une série divergente.

EXEMPLE2 : Considérons la sérig n—la dite série de Riemann. Nous disposons du résultat suivant

Les sérieg > n—la) convergent si et seulementsk 1.

Sias<1, alors% 2%, et comme la sérig % diverge, il en est de méme ge%.
n n

Sia > 1, alors on remarque que :
Lo
e

1, 1 .1 ., ., 1 _ 2 _ 1
@ @y @vy @ 2-0 @ @

N
En majorantla sommepartielle ) % par une sommepartielle analoguecomprenantun nombrede
n=1 N

termes supérieur & N de la fornfé&'2 1 et en utilisant les inégalités précédentes, on a :



N p p o
> % < Z Z y 1 < Zo(za—l_l)n sériegéométriquedetermegénéralzai_1 <1qui

n=1 N 2" 1)
converge versl—l. Les sommes patrtielles étant majorées, la %ri% converge.
n=1 N
1 - 2(1—1

EXEMPLES -5 L3+l
Z nN"+5n-6

Cette sérieestune sérieconvergentecar son terme généralest équivalentaﬁlz qui est positif, et

terme général d'une série convergente d'apres I'exemple précédent.

O Il faut prendregardeque les sériessont deslimites et non des sommes finies, souspeine de
connaitredesdéboirescuisants.Donnonsde suite un exemplefrappant.En 1655, Wallis donnela
formule suivante :

2_13.355.7.7.9.9.11...

n 2.2.4.4.6.6.8.8.10.10..
Il s'agit d'un produit infini mais on se ramenea des sériesen prenantle logarithme. Nous ne
chercherongasa montrer cette formule mais nous nous livrerons simplementa quelquescalculs

élémentaires... et paradoxaux. Considérons donc :
1.3.3.5.5.7.7.9.9.11,. 1 3 3,55 7.7

NG 24466881010 "G 2*4* 2676 8
= |n(§) + |n§) + In(%’) + In(%’) + In(%) + In(%) + In(%) .
2n-1 2n +
somme de la form§ (In n +1In n ) Son terme général peut s'écrire :
n=1
2n-1 2n+1_
In o +1n T In(l——)+|n(1+ )
_1 1 i_ 1 1 . _y
=508 + o 8n +0() (développement limité de In)
= —1—2 + O(r?) D terme de signe constant
4n
Comme la séri§ —2 converge, il en est de memeﬁdln 2n2n 1 +1In 2n2; 1).
n=1

Remargquons maintenant que, 1 étant neutre pour le produit, on devrait aussi bien avoir :

2 _ 1'3'3'5'5'7'7'9'9'11'due2 3.3.5.5.7.7.9.9.11. BU 2_11335.5.7.799...
nm 2.2.4.4.6.6.8.8.10.10.. n 2.24.4.6.6.8.8.10... m 2.2.4.4.6.6.8.8.10. 10

2 2 =2
Mais Iaformuleg 8.3.55.7.7.9.9.11. ‘8stconstituéde prodwts%z, %2 %2 ... tousplusgrandsque

nm 2.2.4.4.6.6.8.8.10...

1, doncle produitaugmenteet estsupérieura 1, et ne sauraitconvergervers%[, qui eststrictement

inférieur & 1. D'ailleurs, en prenant les logarithmes, on trouve :



3 i 7 o (@n+1P o2 2n+l_ .8 1y s
In) + |n(%z) +InG) + ... —nlengmz—l = Zn; In=5—==2 nlen(l +5) sérieatermes

positifs dontle termegénéralestéquivalenta 2_1n termegénérald'unesériedivergente Ainsi, le fait

mémede supprimeie facteurl pourtantsansintérétdansun produit (ou de supprimerde la somme

In(1) qui est nul) et de reordonner les termes rend la formule divergente.
1,1.3.3.5.5.7.7.9.9.... O%I

M 1.4.6.6.8.8.10.10 210" les facteurs sog

2 =2
%, %2 ... tousinférieursa 1, doncle produit serainférieur au premierfacteurzlz =1 alorsque% est

Si au contraire, on rajoute 1 pour obtenir la for

4
strictement supérieur a cette valeur. Aburdité également. En prenant les logarithmes,dénéraie
: (2n =1y 2n 1 2 . : o iy
devientln ==2In7/——==-2In(1+ O- |& aussitermegénérald'unesérie

@n) on—1 A g
divergente.

2— Comparaison série-intégrale

Un exemplefréquentde sériey a, provientdu casou a, = f(n) pour unecertainefonction. Si cette
fonction estmonotoneon peutencadrera, par desintégralesde f, souventcalculable,ce qui peut
permettre de donner un encadrementdes sommes partielles de la série et de prouver leur
convergence ou leur divergence.

Voyons cequ'il enestpourunefonctionf positivedécroissantd. étantdécroissantgpourtout n, on
a:

f(n) < %] n f(t) dt<f(n—1)
Ou mieux : "

n+1

%] f(t) dt <f(n) < %] f(t) dt
n n-1
Donc, en sommant de tha

FI] ") dt< S =3 f(K) <0) +%] (o) ot
k=0
0 0
Ci-dessous les graphiques permettent d'illustrer la démonstration :

3 (k) < FI] it ot FI] ) ot < nff(k)
k=1 k=0

0 0



Si les intégralesconvergentalors la suite (S,) seracroissantemajorée,donc convergerasSi les
intégralesdivergentvers +co, la suite (S,) est minorée par une quantité qui tend vers +co donc
diverge.

Dansle casde la convergencegen passanta la limite dansles inégalitésci-dessus,on a enfin
I'encadrement :

%3 Tio s 109 <f0) + %; “H)
=)

0 0

ol l'on anote’.]lj f(t) dt = lim %]Xf(t) d
0 X — 00 0

EXEMPLEL : la série harmoniqui(%) diverge émonstration 9 car :

+1
Dnzl,%]n 1<l
toon
n

+1
donc " ldtS1+l+...+l
t 2 n

1
et I'intégrale vaut Im(+ 1) qui tend verses.

EXEMPLE 2 : on peut égalementprocédera des encadrement&n cas de fonction croissante.
Considérons par exempleth). On a :
n

n+1

%] In(t) dt <In(n) < %] In(t) dt

n-1 n

0 nnn)—1—-6-21Inh—1)<In(n) < (n+ 1)In(h+ 1) — 1 —nin(n)

On somme ensuite les inégalités, derZpdur l'inégalité de gauche, et de A gour celle de droite
0 nin(n) —n+ 1<In(n!) < (n+ 1)in(h+ 1) —n

O nNe"xe<nl < (n+ 1"

Comme (1 + 1)™ = exp(f + L)In(n + 1)) = exp(f + 1)In() + (n + 1)In(1 +%))

= expitr Din() + (1 + DE + o))
= exp(( 1)In(n) + 1 + 0o(1))

[n"en
. ! : , )
onen dédwtquen,f]e'_n estcomprisentree et enx ggcqui tendvers1. Pardesméthodesin peuplus

o ! . .
compliquéespn peutmontrerque% [1+/2m, ou encoreque n! L1 n"e™/2m, ou enfin que

In(n!) = nin(n) —n +% In(n) +% In(2m) + o(1) (Formule de Stirling).
Il : Séries absolument convergentes

1- Absolue convergence
DEFINITION



Une sérig} uy) est dite absolument convergent@slunb converge.

Cettenotion n'a évidemment'intérétque pour les sériesa coefficientscomplexesou réelsde signe
non constants

PROPOSITION :
Une série absolument convergente est convergente.

Démonstration:
Si un est & coefficients complexes, on €afit= X, + iy, etcomme|x,| et|y,| sontinférieursou égaux

a | un|, les sériesobtenuesen prenantles partiesréelleset imaginairessont elles—mémegbsolument
convergentes. Il suffit donc de raisonner BurOn suppose dong, réel. On pose :
Uy =UpSily =0

=0 sinon
U, =—-U,Siu, <0
=0 sinon
On a alors :
lus| = un" + Uy
Un = Un+ - Un_

Les séries(S> u,) et (3 u,) sontdessériesa termespositifs ou nuls, dont le terme généralest
majoréepar|un|. Ellessontdoncconvergente enestde mémedela série(> uy), différencede ces

deuxséries.On a par ailleurs,en majorantla valeurabsoluedessommegartielleset enpassant la
limite :

St <> |u
n=0 n=0

Il existedessériesqui sontconvergentesansétre absolumentonvergentesPour cesséries,on a
+ . . . had g_l)’”l .
> Uy =) Uy =+, maisla sériedesdifférencesconverge C'estle casde ) ~— qui converge
n=1

versiIn(2) maiscettequestionsort du cadredu coursde premiéreannée L'absolueconvergencest
donc unecondition suffisante de convergence.

Afin de voir si une série ou une intégrale quelconqueest convergente on regardesi elle est

absolument convergente, isenenantinsia dessériesa termespositifs ou a desfonctionspositives.

On peutalorsappliquerles méthodesl'équivalentsgde majorations de minorations,de comparaison
avec les séries de Riemann.

Les sériesabsolumentonvergentesormentun espacevectoriel. En effet, si (3 u,) et (3 v, sont
absolument convergentes, il en est de méme de la somme, puisque :

[n + Vel < |un] + [l

et la sériesomme envaleurabsolueconverge sontermegénéraétantmajoréepar le termegénéral
d'une série convergente. La vérification pour le produit par un scalaire est facile.
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2— Exemple

n+1
c g—ﬁ%—) estabsolumentonvergenteOn peutmémeen calculerla sommesi on admetla valeur

donnéeplushautde ) ﬁlz = g On endéduit(au besoinen considérantes sommegartiellesavant
n=1

de prendre leurs limites) que :

1_¢ 1 _1&1_10
ngalrﬁz le (Zp) 4 le BZ 24
< 1_g 1 1_1 1°_T10
O = — - =
nlmzpair HZ nZ:L HZ npalrﬁz 6 24 8
i (-12”*1 < 1 1_1 10_T0
O = — = =
nZ:L n n impair n n pair HZ 8 24 12

Annexe | : Historique

Au XVIlléme, la notion de sommeinfinie de termesse développdargementElle esten effet issue
du développementles fonctions en série, sansque le nombrede termesdu développemensoit
clairementprécisé De nosjours, on parlede développemeritmité avecécritureexplicite d'unreste,
mais a I'époque cela ne génait personne d'écrire que :

In(1 +x) =x > + 3~
ou bien

L oo xRt

1-x
Inversementune sommeinfinie étantdonnée,il s'agissaitd'en déterminerla sommesansque les
notionsde convergenceoientclairementtnoncéesAinsi, Eulertenaitle raisonnemensuivantpour
calculerS=1-1+1-1+1-1 +.llregroupe les termes sous la forme :

S=1-(1-1+1-1+..)=1-S

doncS = 1. Cette méthodeétait largementacceptéen I'époque,bien que la méme,appliquéeaux

2
puissancesle 2, suscitatdesréticencesSoitS=1+2+4+8+..=1+2x(1+2+4+8+..)
=1+ 2S donc S =-1!?! On obtient le méme résultat a I'aide du développement
L oo xR
1-x

enposanix = 2. Cependantge nosjours,un tel développemengstconsidérecommedivergentet la
sommel + 2 + 4 + 8 + ... commenondéfinie. Il existecependant'autresdéfinitionspossiblegdans
descontextedifférents. Ainsi, dansun corpsde nombresdit corps2-adique,on écrit les nombres
avecun développemeninfini de chiffresversla gaucheau lieu d'utiliser un développemeninfini de
chiffresversla droite commepourle corpsdesréels.Si on travaille en binaire,on vérifierabien que,
siS=..11111111, alors S + 1 =0, la retenue se propageant indéfiniment vers la gaoctoejuet
S=-1.Enfin,laformulel -1+1-1+1-..= % seraitvraie si on prenaitcommedéfinition de la
sommed'unesérienon pasla limite dessommegartiellescommenousle faisons,maisla limite de
leur moyenne (dite limite au sens de Cesaro, les sommes partielles prenant alterndégeaients
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1 et O, leur moyenne tend v%)s Euler aégalementherchéa donnerun sensala sommede la série

1— 1!+ 2! — 31 + 4l + ... Sanssesoucierdu fait quela sériey = x — 11.x¢ + 21.x° — 31.x* + ... n'est
jamais convergentepour x# 0, il la dérive terme a terme et obtient formellementl'équation
différentielle X’y + y = x. Or cette équationa effectivementune seulesolution telle que y(0) = 0
donnée par l'expression :

X _—1k 0
y(x) = el’xéj € dt:%] Xe ~ du (avecu=1— %

t 1+xX t
0

Eulerconsideredoncquey(1) estla sommequ'il cherche soit approximativemen®,596347 valeur

guil obtient égalementpar d'autres méthodes.ll existe enfin des situations aussi bien en

mathématiquegqu'enphysiquedanslesquelleson obtientdessériesdivergentesau sensusuelet pour

lesquelsil faut bien attribuer une somme.Citons par exemplele cas suivant. On peut montrer
que(formule de Stirling) :

+_ba + bap +0 1 )

1. 2 34 T o).t O

a tout ordre p, ou les by, sont Ies nombresdits de Bernoulli. A p fixé, la précisionest d'autant
meilleureque n estgrand,maisa n fixé, il estillusoire de prendredavantagale termescar la série
divergelorsquep tendverslinfini. Ce problémeest particulieremenennuyeuxcar on souhaiterait
bien que la formule de Stirling donne une valeur d&)i& une précision arbitraire !!

In(n!) = (n +—)In(n) -n+z In(2n) +

Vers la fin du XIXeme se posaitdonc le problemesuivant. Etant donnéune suite (a,), comment

donner un sens a la somme dg® Voici un bref résumé de quelques méthodes :

* La méthodeusuelle,celle que nousallons étudier,qui consistea prendrela limite dessommes
partielles. Elle date de Cauchy, dans la premiére moitié du XIXeme :

n
S = lim ay
n—- +oo l;)

* La méthode de Cesaro, qui consiste a prendre la limitmogsnnesles sommes partielles :
- S
S= lim —ouQ=a+..+
N - 400 ;) n+1l 2= &

« La méthode d'Abel qui consiste & multipigmparr® avant de faire tendrevers 1 :
N
' m 2%

» La méthode de Borel, consistant a utiliser le faitm#ue{] Tttt pour définir :

S =li a, r"=1

.43

3
M s

n=0

—
<

=
=

- c>°—tmin
S—éj enZOn!tdt
0

en espérangue la série ) % t" convergeau sensusuel. Bornons-nous signalerque la méthode
n=0 H

usuelleestla plus simple,maispasla plus efficace.En effet, les méthodesle Césaroet d'Abel sont
plus puissantes dansle casou la méthodeusuelledonneunevaleura S, il en estde mémede ces
deux méthodegavecla mémevaleurde S). Mais cesdeux méthodesattribuentdesvaleursa des
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sommedle sériesque nousqualifionsusuellemente divergentespar exemple Ja valeur% ala série

1-1+1-1+.). Quanta la méthodede Borel, elle attribue a cette série la valeur

0 [ 1y © ¢ a4\ ) ) .

#] e“z %l t" dt or onavu que y %l t" n'estautreque e’ de sorteque l'intégraledevient
n=0 . n=0 .

0

#] T gt :% la aussi.
0

La plupart des résultats énonceés dans ce chapitre sont dus a Cauchy.

Annexe Il : Accélération de convergence

Cetteannexea pour but d'illustrer une difficulté relative au calcul approchédessommesdesséries
convergentesEn effet, la convergenceeutétretellementlentequele calculd'unesommepartielle,
mémeavec un nombreélevé de termes,ne donneraqu'unefaible idée de la valeur de la somme
compléte de la série.

Considéronda série harmoniquedont on retire les entiers possédantdans leur développement
décimal un chiffre donné Par exemple, pour= 2, on obtient la série :

1,1, R A sr1.1, 1, 1,1,

3 4 10 11 13 19 30 31 33 34
Alors cettesérieconverge En effet, entre10® et 10°™ — 1, lesentierspossédenp + 1 chiffres (dont
le premierestnon nul), de sortequ'il y a 8 x 9 entiersrépondanta la question(8 choix pour le
premierchiffre et 9 pourlesp chiffres qui suivent).La sommede la sérieentrecesdeuxbornesest

P P

encadrée par 8_11?)0* et 8x 19—00 qui sont les termes de séries convergentes.
Cependanla convergencestextrémemenkente. Supposonsgjuel'on souhaiteunevaleurapprochée
de la sommea 10° prés.|l seraitnaif de croire qu'il suffit de calculerla sommejusqu'an = 10° (ce
qui représentadonc la sommede présde 1 000 000 de termes)et de négligerle reste.En effet,

K K
négligeons le reste a partir de’.10e reste est encadré par la somme%%g[ et%.g, k variantde

p a l'infini. Ces deux sommes encadrant le reatentrespectivemer x (1—90)p et 80 x (1;90);,. Pourp

= 6, le resteest donc comprisentre4 et 43 Il Par ailleurs, si I'on choisit p de facon que cet
encadremensoit inférieura 10°°, on obtientp = 173.1l faudraitdonccalculerla sommejusqu'an =
10'" soit plus d'un milliard de milliard de milliard de milliard de milliard de milliard de milliard de
milliard de milliard de milliard de milliard de milliard de milliard de milliard de milliard de milliard de
milliard de milliard de milliard de termes,® ce qui représenteinetacheinsurmontabladlépassangén
temps, et de loin, I'age de l'univers.

On utilise alors des méthodesd'accélérationde convergencetelles celles d'Aitken—Richardson.
NotonsS(n) la sommejusqu'autermen, S la sommede la sériecompléete,R(n) le reste.On a donc
S=Sf) + R(n) avec R(18 = O(0,9), ou encore RY) = O%), avec® = 1 —log(9), ot log désigne

le logarithmedécimal.SupposongiueS(n) soitdela formeS(n) = S —n% + o(n—lq,) aveca constante.

Posons :
A[p,0] =S(10) =S -a 0,9 + 0(0,9))
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Ona:A[p+1,0]=S-a0,9" + 0(0,9))
de sorte que, si l'on pose :
A[p,1] = 10A[p+1,0] — 9Ap,0]
celapermetd'éliminerles termesen 0,9 et d'avoir une suite convergeanplus rapidementvers S.
Méme si la supposition faite sur S n'est pas exacte, on a quand méme :
lim A[p,1] = lim 10A[p+1,0] -9Ap,0]=10S-9S=S

p — +co p — +co
doncA[p,1] adetoutefaconpourlimite S et il ne colterien d'appliqueda méthode Le résultatest
spectaculaire Lorsque le chiffre éliminé est ¢ = 0, les valeurs successivesde A[p,0] valent
respectivement :

2.82896825 4.89448069 6.71873434 8.35750721 9.83212841
Celles de Ap,1] sont :

23.48409264 23.13701719 23.10646304 23.10371922
alors que S = 23,10345...

On peutparailleurss'apercevoiguel'écartentreA[ p,1] et S diminued'environun dixiemea chaque
itérationde p, de sortequel'on estamenéa penserqueA[p,1] = S+ b 0,09 + 0(0,09). Sil'on pose
alors :

100A[p+1,1]—9A[p,
Alp,2) = 100A L1 - 9Alp

rapide. (Méme si I'hypothése faite est fausse, on a de toute flagoA[p,2] = S)

p—>+00

1], le terme0,09 estéliminéet la convergencestencoreplus

Les premieres valeurs de2] sont:
23.10269105 23.10344120 23.10344785
puis, si l'on itere le procédé :
A[p,3] : 23.10344801 23.10344791
A[p,4] : 23.10344791
qui donnentquatre, voire cing, six ou méme sept décimalesexactesapresla virgule, et ceci

seulement avec iﬂ)ermes% calculés.

Pourc =1, la somme est 16,1769695...
Pourc =7, la somme est 22.4934753...
Pourc =9, la somme est 22,9206766...

Annexe Il : Un calcul d'Euler

Ontrouveraci-dessousiesexemplegde calcul, typiquesdu XVIlleme, ou l'on utilise sanssoucides
sériesdivergentesLe théoreme2 de Variae observationescirca seriesinfinitas d'Euler (1737)
rapporte un résultat di a Goldbach :
1,1,1 .1 1 1
n@=3*7*15*31 3 63"
ou les dénominateursalent 1 de moins que les puissancesupérieure®u égalesa 2 de nombres
pairs (2, 2, 2", 2°, &, 2°, ...). Voici la démonstration qu'en donne Euler :

Il pose :
J1,1,1,1,1 .1 .1
2 4 6 8 10 12 14
Euler sait que cettesériediverge. NéanmoinsEuler traite les sériesdivergentescommeles autres
séries en leur attribuant une somme, ici infinie, qu'il manipule formellement. Comme :
1,1,1 1

1 =5 + 2 + 3 + 16 + ... (série géométrique de raisgh

X + ...(les dénominateurs sont tous les nombres pairs)
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ona:

1,1,1.1 oM 4o
Xx—1 =5 + 10 + 15 + 14+ .. (les dénominateurs sont les dénominateurs autres que les
puissances de 2, et donc aussi de 4, de 8...)
Puis :
11,1, 1 (e abomeét -
=6 + 36 + 216+ (série géométrique de raisgh
Donc :
1_1,1,1 o S
x—1 ==10 + 15 + 1t (les dénominateurs sont les dénominateurs autres que les
puissances de 2, 4, 6, 8)
Puis

i_ 1,1, 1

9-10 100" 1000 (série géométrique de ralsé)-l

x—1 —% —% 1,1, ... (les dénominateurs sont les dénominateurs autres que les

puissances de 2, 4, 6, 8, 10)
On continue indéfiniment. On obtient alors :
1 1 1 _ 1.1, 1
X_l—g_g_ll_ =0 ou encore= 1+5+9+1l+"' (1)
Chaquedénominateurvaut 1 de moinsqu'unnombrepair qui n‘estpaspuissanceal’'un autrenombre

pair plus petit.

Par ailleurs :
x:1+1+1+1+i+i+i+
2 4 6 8 10 12 14
_, 1,111
et In(2) =1 5*372%%
O x+1In(2) =1 é 1, %+ .(les dénominateurs sont tous les impairs)2)

En retranchant (1) a (2), on obtient :
1,1 ,1 .1 1
=1 o —+ =+ =+ =
N =3*7*15*31" 35" 63
ou les dénominateursont les impairs autre que ceux qui précédentun nombrepair qui n'‘estpas
puissanced'un autrenombrepair plus petit. Donc les dénominateursontles impairsqui précédent
un nombre pair puissance d'un nombre plus petit. CQFD.

Une telle démarcheest totalementinvalide aujourd'hui.ll est cependanbon de remarquerque le
résultatest,lui, parfaitemenexact.En effet, notonsT I'ensembledesnombrespairsqui ne sontpas
puissances d'un autre nombre. La somme initiale vaut :

S—l 1.1.1.1 .1,
3 7 15 31 35 63

_ 1 1 _21
=2 2 FA%F 1L

2 aoT & — n=1
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=> > _F:JLR car lesa” décrit tous les nombres paporsquea décrit T etn décrit N*
k=2 ppair

=> > —R (on peut montrer que l'intervertion des sommations est valide)

ppairk>2
1 11 1
=y —— car — =
p pair p(p - 1) kZZ BZ l p —p
p
_ =1y _
mej)zm 1m % =In(2)

Autre exemple. Euler pose cette fois (théoréeme Vat@e observationes circa series infinitas

1,1,1,1,1
Xx=1+3+3*3*5%6"
On divise par 2 :
> bbb
1,1 _,,1.1.1 . . . .
O X—E X =5 x=1+ 3 += c += 7 + ... (on a supprimé les dénominateurs multiples de 2)

On divise le résultat précédent par 3 :
11,111

J23%73Ye s
1., 11 _12 1,1,.1 . . . .
O EX ng ng 1+5+7+1—1+. (on a supprimé les dénominateurs multiples de 3)

On divise le résultat précédent par 5 :
121, .1, 1,1

J o 23EXT5t s st

12 lgllegéle+l+i

23%7235%7235 7 11

En opérant de méme avec 7, on obtiendra :
1246 1,1 1

O + ... (on a supprimé les dénominateurs multiples de 5)

=L 2y =l =+ —+— +
2357 1113717
o 124610 _,, 1,1
pus 335711* 1tz 7t

et en continuant indéfiniment :
1.2.4.6.10.12.16.

23571113175

Oou encore :
2357111317, _,,1,1,1,1.1
1.2.4.6.10.12.16... 2'3 456

Au numérateurapparaissernies nombrespremiers,et au dénominateurles nombresprécédentses
nombres premiers, ce qu'on pourrait noter :
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M. 5217 20
premler p 1 n=1 n
Il esta noterquesi, a nosyeux, les deuxexpressionsi-dessusontdivergenteson peutnéanmoins

montrer,selonles criteresles plus rigoureux,que [ > 1 Z Spourtouts>1 propriété

p premier

00

qu'Euler énoncelui-méme dansle théoreme8 avecs entier. La fonctions - > # s'appelle

n=1
aujourd'huila fonction { de Riemann.Sarelation avecles nombrespremiersserapromisea un bel
aveniret donnerdieu a unecélebreconjectureja conjecturede Riemannqui résistedepuis150 ans
aux efforts des mathématiciensCette conjectureest I'un des sept problemesdu millénaire, et est
dotée d'un prix d'un million de dollars.

On peutégalementirer trois conséquencede la relation []

. 1 Z =. La premierec'est
p premier

gue, comme la série du membre de droite diverge, le memiaudbedivergeégalementce qui ne
peutseproduireques'il y a uneinfinité de nombrespremiers(sinon,le produitestfini et converge).
La démarche d'Euler constitue danedémonstratiorde l'infinité desnombregpremiersEn second

lieu, en prenantle logarithme,on obtientque la série ) In(EiLl) =5 - In(p;—l) diverge.Comme

- In(p_—l) D%, il enrésultequela série ) 1 diverge,résultatloin d'étreévident,énonceépar

p premier

Euler dansle théoremel9 de Variae observationegirca seriesinfinitas. En troisiemelieu, comme

o 2
[ ﬁzn_l convergevers?2 (exercicelaisséau lecteur),etque [] P diverge,il y a selonles

p premier

termesd’'Euler,eninfinité (sic), plusde nombregpremiersquede carrés De fait, on saitdepuis1896

In (N)

guele nombrede nombrespremiersinférieursa N estéquivalenta ——, bien supérieurau nombre

de carrés, équivalentfN.

Les manipulationsd'Euler sur les sériesdivergentesne sont cependanpas toujours heureuseset
conduirontCauchyau débutdu XIXéme a se consacreuniquemenfiux sériesconvergentegce que
nous faisons aussi). Cauchy écrit en 1821 :
Je me suis vu forcé d'admettreplusieurspropositionsqui paraitront peut-étreun peu
duresau premierabord. Par exempld...] qu'unesérie divergenten'a pas de somme.
[...] Ainsi, avantd'effectueda sommationd'aucunesérie,j'ai di examinerdansquels
casles sériespeuventétre sommeéesyu, en d'autrestermes,quellessontles conditions
de leur convergence etj'ai, a ce sujet, établi desreglesgénéralesqui me paraissent
mériter quelques attention.

Annexe IV : Quelques sommes de séries

On donne ci-dessousquelquessommesde séries.Les démonstrationse sont pas donnéeset
dépassent en général le niveau de lere année de CPGE :
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